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Re´sume´ : On e´tudie la convergence de solutions BV du syste`me des e´quations d’Euler
isothermes avec un coefficient d’amortissement, lorsque ce coefficient tend vers l’infini. On
montre que la densite´ tend vers la solution de l’ e´quation de la chaleur. Les estimations-cle´
sont obtenues a` l’aide du sche´ma de Glimm. Le meˆme type de re´sultat avait e´te´ obtenu
dans [4] - par des techniques totalement diffe´rentes - pour des solutions re´gulie`res du
p-syste`me.
Relaxation of the Isothermal Euler equations
with damping to the heat equation
Abstract: We consider the system of isothermal Euler Equations. For BV solutions,
we show that the density converges to the solution to the heat equation when the friction
coefficient ε−1 tends to infinity. The same type of results has been obtained in [4] - with
totally different methods - for smooth solution to the p-system.
1 Introduction
On s’inte´resse a` des solutions faibles ( pouvant pre´senter des chocs ) du syste`me d’Euler
isotherme, avec un second membre mode´lisant la porosite´ du milieu.
Soit 1/ε > 0 le coefficient d’amortissement, ρε la densite´ et uε la vitesse du fluide. Le
syste`me s’e´crit :{
∂tρ
ε + ∂x(ρ
εuε) = 0, ρε(0, x) = ρ0(x)
∂t(ρ
εuε) + ∂x(ρ
ε(uε)2 + ρε) = −ρεuε/ε, uε(0, x) = u0(x)
(1)
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On demande que les donne´es initiales ve´rifient :
ρ0(x) ≥ ρmin > 0 et ρ0(.), u0(.) ∈ BV (R) (2)
ou` BV (R) est l’ensemble des fonctions a` variation borne´e sur R. On peut montrer que
ρεuε = O(ε), et que quand ε → 0+, (ρ
ε) converge vers ρ0 dans L
1
loc(R
+
t ×Rx), ce qui n’est
pas une information d’un grand inte´reˆt! Pour avoir plus d’informations, il faut e´tudier le
comportement des solutions pour des temps grands en
1
ε
. Ceci a e´te´ fait dans [4] pour le p-
syste`me mais pour des donne´es initiales re´gulie`res. Le but de cette Note est de de´montrer
un re´sultat analogue pour des donne´es pre´sentant des chocs et dans le cas ou` p(n) = n.
Pour cela, on introduit, comme dans [10], une variable de temps lent :
s := εt,
sans modifier la variable d’espace : il s’agit donc d’un scaling “ parabolique ”. Pour alle´ger
les notations, on notera encore ρε et uε la densite´ et la vitesse en variable (s, x). Le
contexte pre´cisera la variable de temps choisie. De manie`re pre´cise nous allons de´montrer
le re´sultat suivant :
The´ore`me 1 Soit (ρε, uε) une famille de solutions entropiques de (1), (2) construites par
le meˆme sche´ma que dans [11], et soit ρ l’unique solution de
∂ρ
∂s
−
∂2ρ
∂x2
= 0, ρ(0, x) = ρ0(x). (3)
Alors, nous avons les convergences suivantes ( en variables s, x )
ρε → ρ dans L1loc(R
+
s × Rx) fort et, ρ
εuε/ε ⇀ −∂xρ dans L
1
loc(R
+
s × Rx) faible .
Le terme d’amortissement a tendance a` e´videmment tendance a` re´duire la taille des discon-
tinuite´s de la densite´ et la quantite´ de mouvement limite est donne´e par −∂xρ.
2 Estimations uniformes
On commence par donner des estimations sur la solution du syste`me (1) discre´tise´.
On utilise le meˆme splitting que dans [11]. Le syste`me se de´compose en deux parties :
(E) :
{
∂tρ
ε + ∂x(ρ
εuε) = 0,
∂t(ρ
εuε) + ∂x(ρ
ε(uε)2 + ρε) = 0,
(O) :
∂uε
∂t
= −uε/ε.
Rappelons que pour le syste`me d’Euler isotherme (E), (ou` le coefficient ε n’intervient
plus), le proble`me de Riemann est le proble`me de Cauchy associe´ a` la donne´e initiale
V (0, x) = V±,±x > 0, ou` ici V := (ρ, u). La solution pre´sente au plus deux ondes simples
reliant V− et V+ a` un e´tat interme´diaire V0. Soit η := ln ρ, on note
S(V−, V+) := |η0 − η−| + |η0 − η+|. On a pour tout t > 0 : TVxη(t, .) = S(V−, V+), et de
plus
|u± − u0| ≤ f(|η± − η0|), (4)
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ou` f est une fonction donne´e : f ∈ C1(R, R) et f(0) = 0. On utilisera le re´sultat suivant :
Lemme 1 ([11]) Soit 0 ≤ α ≤ 1, V± := (ρ±, u±) et V˜± := (ρ±, αu±) alors
S(V˜−, V˜+) ≤ S(V−, V+).
Rappelons brie`vement le sche´ma nume´rique utilise´ dans [11]. On introduit un pas d’espace
h et d’un pas de temps k qui ve´rifiera la condition C. F. L. Soient, xi := ih, i ∈ Z,
tj := jk, j ∈ N. A chaque instant tj, la solution approche´e Vh(tj, .) est constante sur
chaque intervalle Ii :=]xi − h/2, xi + h/2[, et Vh(0, xi) est e´gale a` la moyennede V0(x) sur
Ii. Soit (γj)j∈N une suite e´quidistribue´e sur ] − 1, 1[, on de´finit Vh par re´currence sur j.
Pour chaque i, on re´sout le proble`me de Riemann sur [tj, tj+1[×]xi, xi+1[. On pose
V˜h(tj+1, xi) := limt→tj+1 Vh(t, xi + γjh/2). C’est donc simplement une e´tape du sche´ma de
Glimm. Puis, on effectue la deuxie`me partie du splitting :
ρh(tj+1, xi) = ρ˜h(tj+1, xi) et uh(tj+1, xi) = u˜h(tj+1, xi) exp(−k/ε).
Les estimations-cle´ vont s’obtenir graˆce a` la fonctionnelle de Nishida: Nj :=
∑
i∈Z Si,j ou`
Si,j := S(Vh(tj, xi), Vh(tj, xi+1)). Pour h : R → R, soit V Tx(h) sa variation totale :
V Tx(h) := sup
n ∈ N, x0 < x1 < · · · < xn
n∑
i=1
|h(xi)− h(xi−1)|.
Proposition 1 La suite (Nj)j∈N est de´croissante, et il existe une constante K, telle que :
sup
ε>0
sup
t≥0
(V Txρ
ε(t, .) + V Txu
ε(t, .)) + ‖ρε‖L∞(R+t ×Rx) + ‖u
ε‖L∞(R+t ×Rx)) ≤ K (5)
De´monstration : Montrons la de´croissance de (Nj) par re´currence sur j.
Nj+1 =
∑
i∈Z
Si,j+1 ≤
∑
i∈Z
S(V˜h(tj+1, xi), V˜h(tj+1, xi+1)) ≤
∑
i∈Z
Si,j = Nj
La premie`re ine´galite´ s’obtient par le Lemme 1, la deuxie`me est une proprie´te remarquable
de (Nj) : la fonctionnelle de Nishida de´croˆıt pour le syste`me (E) [9]. On a donc, pour
tout t ≥ 0, V Txηh(t, .) ≤ N0. D’apre`s [13], limx→+∞ Vh(t, x) = limx→+∞ V0(t, x). Ainsi
une borne L∞(R+t , BV (Rx)) de Vh donne une borne L
∞(R+t × Rx) de Vh. Donc ηh est
borne´ dans L∞(R+t × Rx). D’apre`s l’ine´galite´ (4) : V Txu
ε
h(tj + k/2, .) ≤ CNj ≤ CN0, ou`
C est une constante inde´pendante de t et de ε. Ceci nous donne une borne de uεh dans
L∞(R+t , BV (Rx)). L’ine´galite´ (5) est donc de´montre´e pour les solutions approche´es. Elle
reste vraie, a` la limite quand h tend vers 0 (cf [3]).
Nous utiliserons aussi le re´sultat suivant.
Lemme 2 Il existe une constante C telle que ∀ε > 0, ∀A > 0 :
∫ A
−A
ρε(s, x)
|uε|(s, x)
ε
dx ≤ C + CA
exp
(
−
s
ε2
)
ε
. (6)
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De´monstration : On e´crit le syste`me (1) en variable s.{
∂sρ
ε + ∂x(ρ
εuε/ε) = 0,
ε∂s(ρ
εuε) + ∂x(ρ
ε(uε)2 + ρε) = −ρεuε/ε.
(7)
Soit sign la fonction signe : sign(x) = ±1 si ±x > 0. Soit η > 0, on note ση la re´gularise´e
classique de la fonction signe de´finie par :
ση(u) :=
 ±1 si ± u ≥ ηu
η
si |u| ≤ η .
On va effectuer un calcul dansBV (R) ([14]). On multiplie la deuxie`me e´quation par ση,
on inte´gre par rapport a` x sur ]−A, A[ et on en prend la limite supe´rieure quand η tends
vers 0. On obtient :
ε
d
ds
∫ A
−A
ρε|uε|(s, .)dx + lim sup
η→0
{∫ A
−A
ση∂x(ρ
ε(uε)2)(s, .)dx +
∫ A
−A
ση∂xρ
ε(s, .)dx
}
= −
∫ A
−A
ρε
|uε|
ε
(s, .)dx.
Le terme entre accolades est une mesure borne´e sur R multiplie´e par ση et inte´gre´e sur
] − A, A[. C’est donc majore´ par une constante C1 inde´pendante de A, de ε et de η. En
posant Y (s) =
∫ A
−A
ρε
|uε|
ε
(s, x)dx, on a donc :
ε2Y ′ + Y ≤ C1 (8)
De plus, a` l’aide de la borne L∞ de la proposition 1, on a ρε|uε| qui est najore´e par un
constante C2 et donc :
Y (0) ≤ C2A
1
ε
(9)
Donc, par le lemme de Gromwall, on obtient(6) avec C = C1 + C2.
Remarque 1 On a seulement un controˆle BV ∩ L∞(R) de la donne´e initiale. Si on
rajoute un controˆle L1(R) de u0(.), alors on obtient une majoration inde´pendante de la
taille de l’intervalle dans les ine´galite´s (9) et (6). Cependant l’estimation BV ne donne
qu’une compacite´ dans L1loc, on a donc pas besoin ici d’estimation inde´pendante de A.
3 De´monstration de la convergence
Proposition 2 Nous avons les convergences faibles suivantes :
ρε ⇀ ρ dans L∞(R+s × Rx) faible,
ρεuε
ε
⇀ −ρx dans L
1(R+s × Rx) faible-e´toile.
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De´monstration : Fixons S et A. La suite ε−1ρεuε est borne´e dans L1loc([0, S]× [−A, A])
graˆce au lemmme 2. Quitte a` extraire une sous suite, on peut noter r une limite faible
de (ρε) dans L∞ et j une limite faible de (ε−1ρεuε).En passant a` la limite faible dans la
deuxie`me e´quation de (7) on a j = −rx. En reportant dans la premie`re e´quation de (7) on
trouve que r est une solution de (3) sur [0, S] × [−A, A]. Par le proce´de´ de la sous-suite
diagonale, on peut montrer que r est solution de (3) sur R+ × R. Donc r = ρ et la suite
borne´e (ρε) n’a qu’une limite faible, donc toute la suite converge faiblement.
Nous pouvons maintenant montrer la convergence forte de la densite´ du fluide.
De´monstration du the´ore`me 1 : Nous avons :
BVx(]− A, A[) ⊂ L
1
x(]− A, A[) ⊂
(
W 1,∞
)′
(]− A, A[). La premie`re injection est compa-
cte, la deuxie`me continue. La suite (ρε) est borne´e dans L∞(R+s , BV (Rx)). Soit S > s0 > 0.
D’apre`s la premie`re e´quation de (7) et la borne du Lemme 2, la suite
∂ρε
∂s
est borne´e
dans L∞([s0, S],
(
W 1,∞
)′
(]− A, A[)). En utilisant une extension du Lemme d’Aubin (voir
[7],[12]), on en de´duit que (ρε) converge fortement vers ρ dans L1([s0, S]×] − A, A[. Ceci
e´tant vrai pour tout s0 > 0 et (ρ
ε) e´tant borne´e dans L∞(R+t × R), la convergence forte
a aussi lieu sur L1([0, S]×]− A, A[).
Ceci ache`ve de de de´montre le re´sulat annonce´. Dans un travail en pre´paration [6],nous
de´montrerons un re´sultat analogue - avec une me´thode totalement diffe´rente - pour la
convergence du syste`me d’Euler-Poisson isotherme vers les e´quation de de´rive-diffusion.
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